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Dans tout le probléme, a et b désignent deux réels tels que a < b. Pour
tout entier naturel p non nul, on note (;);c[op) la subdivision réguliere

de [a, b] de pas %. Ainsi, pour tout ¢ € [0, p],
b—a
P

xi:a—ki

Une méthode d’intégration est d’ordre au moins n si elle est exacte sur
les polyndémes de degrés inférieurs ou égaux n et non exacte pour au
moins un polynéme de degré n + 1.

Partie I : Méthode des rectangles a gauche

La méthode composée des rectangles & gauche consiste a découper le
segment [a, b] en p sous-segments puis & appliquer la méthode simple des
rectangles & gauche sur chacune de ces subdivisions :

Dans toute cette partie, f désigne une fonction de classe € sur le seg-
ment [a,b]. On note F une primitive de f et M; = sup |f’|.

b
1. Montrer que, pour tout i € [0,p — 1], .2
M
|F(zip1) = F(z:) = (wip1 — 2) F' ()| < 71(90@'“ — ;).
2. En déduire que
M1 b—a 2
fo | < MO
[a,0] p
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3. Montrer que cette borne est atteinte pour f:z — x — a.

4. Montrer que la méthode des rectangles & gauche est d’ordre 0.

Partie II : Méthode des rectangles médians

La méthode composée des rectangles médians consiste a découper le
segment [a, b] en p sous-segments puis a appliquer la méthode simple des
rectangles médians sur chacune de ces subdivisions :

rs=b

Dans toute cette partie, f désigne une fonction de classe €2 sur le seg-

ment [a,b]. On note F une primitive de f et My = sup |f”|. Pour tout
[a,b]

entier i € [0,p — 1], on pose y; = %

5. Soit i € [0,p — 1].

a) Montrer que

(i1 — ) f() = / (P £ (=) f () .
b) En déduire que

|F(2it1) = F(2:) = (g1 — 2) F' ()] <

6. Montrer que
Ms(b—a)?
_Jm < 2 T
‘/[a,b] / Ip (f)' b 24p?

7. Montrer que cette borne est atteinte pour f : x — (z — a)?.

8. Montrer que la méthode des rectangles médians est d’ordre 1.

Partie I1I : Méthode des trapezes

La méthode composée des trapézes consiste a découper le segment [a, b]
en p sous-segments puis & appliquer la méthode simple des trapézes sur
chacune de ces subdivisions :
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I]t)(f) _ b . a Z f(fvl) +2f($1+1).
=0

s =b

On suppose dans cette partie que f est une fonction de classe €2 et on
note My = sup | f”|. Pour tout i € [0, p — 1], on note ¢; 'approximation

[a,b]
= i

affine sur [x;, z;41] de f et g; =
9. A l'aide d’intégrations par parties, montrer que, pour tout i € [0, p—1],
Ti4+1 9 Ti+4+1
/ f (t)(t — xi)(.’EiJrl — t) dt = —2/ gi(t) dt.

10. En déduire que

Mg(b — CL)3
12p2

~X

f=1L(H)] <

[a,b]

11. Montrer que cette borne est atteinte pour f : z — (z — a)?.
12. Montrer que la méthode des trapézes est d’ordre 1.
13. Montrer que, lorsque f” > 0 (en particulier lorsque f est convexe),

pour tout entier naturel p, f <L)

[a,b]
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Partie IV : Méthode de SIMPSON

La méthode composée de Simpson consiste & découper le segment [a, b
en p sous-segments puis & approcher, sur chacune de ces subdivisions, la
fonction f par un polynéme de degré inférieur ou égal 4 2 :

b—al Ti + X
B =2 Y e+ ar (B ) 4 )
14. Soit g € €°([a, b], )

) une fonction impaire. On note K5 = sup ‘g(5)‘
[a,0]

En utilisant la formule de TAYLOR avec reste intégral pour g et ¢/, mon-

trer que

o)~ 2(9 ) + 20/ )] < 12 [af

On suppose dans cette partie que f est une fonction de classe €* sur le
segment [a,b]. On pose My = sup ‘f(4)‘.
15. Montrer que, pour tout ¢ éaﬂ%,p —1],

Plan) = Fo) = o | Fea) + 1) +47

Poser g :t+— F (z SR t) F (7xi+12+xi — t).
My(b—a)®

16. En déduire que
/ f(#)dt 2880p*

On peut montrer que la méthode de Simpson est d’ordre 3. On peut
augmenter le nombre des nceuds ou est évaluée la fonction & intégrer (2
nceuds pour la méthode des trapézes, 3 pour la méthode de Simpson,. . . ).
Ces méthodes sont appelées méthodes de NEWTON-COTES. Cependant,
lorsque le nombre de noeuds dépasse 8, des coefficients négatifs appa-
raissent ce qui engendre des erreurs d’arrondis.

Tit1 + T o My(zip1 — x;
2 = 2880
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