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Partie I : Préliminaires

Soient q, k, p trois entiers tels que 0 6 q 6 k 6 p.

1. Montrer que
(
p
k

)
·
(
k
q

)
=
(
p
q

)
·
(
p−q
p−k
)
.

2. En déduire
p∑̀
=q

(−1)p−`
(
p
`

)(
`
q

)
= δp,q, où δp,q = 0 si et seulement si

p 6= q.

3. Soient n un entier naturel, (ak)k∈J0,nK et (bk)k∈J0,nK deux familles de

réels. On suppose que pour tout entier p ∈ J0, nK,
p∑
q=0

(
p
q

)
aq = bp. Pour

tout entier p ∈ J0, nK, exprimer
p∑

k=0

(−1)p−k
(
p
k

)
bk en fonction de ap.

Partie II : Nombre de surjections

Pour tout (n, p) ∈ (N?)2, on note Spn le nombre d'applications surjectives
de J1, nK dans J1, pK. Par convention, on pose S0

n = Sn0 = 0 et S0
0 = 1.

4. Soit n ∈ N?.
a) Déterminer S1

n, S
2
n, S

n
n .

b) Soit p > n. Déterminer Spn.

c) Montrer que pour tout p ∈ N?, pn =
p∑

k=1

(
p
k

)
Skn.

d) On suppose n di�érent de 0. En déduire que

∀ p ∈ J1, nK, Spn =

p∑
k=1

(−1)p−k
(
p

k

)
kn.

5. a) On suppose que 2 6 p 6 n. En considérant la restriction à J1, n−1K
d'une surjection de J1, nK dans J1, pK, montrer que

Spn = p
(
Spn−1 + Sp−1

n−1

)
.

b) Cette relation est-elle encore vraie lorsque 1 6 p 6 n ?

c) En déduire que, pour tout entier naturel n, Snn+1 = n
2 (n+ 1)!.

Partie III : Nombre de partitions

Soit n un entier naturel quelconque, E un ensemble de cardinal n et k
un entier naturel non nul. On dit que {A1, . . . , Ak} est une partition de
E en k classes si et seulement si

(i).
k⋃
i=1

Ai = E,

(ii). ∀ i ∈ J1, kK, Ai 6= ∅,
(iii). ∀ i, j ∈ J1, kK, Ai ∩Aj = ∅.
On note Rkn le nombre de partitions de E en k classes. On convient que
R0
n = 0 si n > 1 et R0

0 = 1. On note R(n) le nombre de partitions de E
et on convient que R(0) = 1.

6. Montrer que pour tout (n, k) ∈ N2 tel que n < k, alors Rkn = 0.

7. a) Montrer que pour tout entier naturel n, R(n) =
n∑
k=0

Rkn.

b) Montrer que pour tout entier naturel n, R(n+ 1) =
n∑
k=0

(
n
k

)
R(k).

c) Calculer R(n) pour n ∈ J1, 6K.

d) Montrer que pour tout entier n > 5, alors R(n) > 2n.

e) Montrer que pour tout entier naturel n, R(n) 6 nn.

8. Montrer que pour tout (n, k) ∈ N2, Rkn = Skn
k! .
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