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Théme

Dans tout ce probléme, K désigne R ou C et on identifiera les vecteurs
de A,,1(K) a ceux de K". On notera I, la matrice identité d’ordre n.
Si (Ap)pen est une suite de matrices d’ordre n, la série de terme général

N
A,, notée ) A, est la suite des sommes partielles <Z Ap> . Si cette
NeN

p=0
+oo
suite converge, sa limite est la somme de la série et notée ) A,,.
p=0

Pour toute matrice A € #,,(K), la série exponentielle associée a A est la
série de terme général %. Nous allons prouver que la série exponentielle

+o00
> sa somme.
p=0

converge et noterons exp(A) =
1. Deux cas particuliers.

a) Soit A € #,(K) une matrice diagonalisable. Montrer que ) %
converge et exprimer exp(A) en fonction des valeurs propres de A.

b) Soit N € .#,,(K) une matrice nilpotente d’ordre k, i.e. Nk—1 = 0p
et N¥ = 0,. Montrer que 5. % converge et exprimer exp(N) comme

Nk—l}_

un) € R™ et toute matrice A € ., (K),
, X € M (K)\ {0}}.
(@i j)1<ij<n €t B des matrices de ., (K).

combinaison linéaire des matrices {In, N, ...

Pour tout vecteur v = (uq, ...,
on note [lul| = max [us] et |[|A[[| = sup {||AX]|
1<i<n

2. Prélude. Soient A =
a) Montrer que |||-||| est une norme sur .4, (K).
b) Montrer que la norme subordonnée satisfait ||| A||| = max ﬁ:l ;|-
¢) Montrer que [[[ABI[| < [[[A[l| - [[|B]l|- "

d) Montrer qu’il existe une constante ¢ (indépendante de la matrice A)
strictement positive telle que pour tout (i, 5) € [1,n]?, |ai | < c-|||A]l|-
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3. Convergence de la série exponentielle. Soit A € .#,(K). Pour tout
(k)

entier naturel k et tout couple (4, j) € [1,n]?, on note a; ; le coefficient

T
d’ordre (4,7) de la matrice A* et eg J) celui de la matrice Z A—,.
j:

a) Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

VkeN V(i) €[l,n],

k k
)| <Nl

b) En déduire que pour tout couple (4, 5) € [1,n]?, la suite <e§?>
converge. ke

¢) Conclure quant a la convergence de la série exponentielle.

4. Exponentielle d’une somme. Soient A et B deux matrices telles que
AB = BA.

a) Montrer que, pour tout entier naturel k, il existe un ensemble Ay C

[0, k]? tel que

k k i k

A+B A B AN 1B11°
I D >l s 2 T

|
= i=0 7 =0 (G0 €D

b) Montrer que pour tout entier naturel k, avec les notations précé-
dentes,

k k
‘Z !HA!HHHBIH Z
Jj=0 J=

k

3 ||B
|

=0 7

-y 1Al 111B]]J*
N 410! ’

(L) €A
¢) En déduire que exp(A + B) = exp(A4) - exp(B).
d) On pose A = <(1) 8) et B = (8 (1)> Exprimer exp(A + B) puis
exp(A) - exp(B).
5. Applications.

a) Montrer que si A € .#,(K), alors exp(A) est inversible et déterminer
son inverse.
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b) Soient N et D deux matrices de ., (K) telles que N soit nilpotente,
D soit diagonalisable et ND = DN. FEn posant A = D + N, exprimer,
pour tout réel ¢, la matrice exp(tA).

Cette décomposition de la matrice A est la décomposition de DUNFORD. La ma-
trice exp(tA) apparait naturellement dans la résolution de systémes différentiels
linéaires.

6. Extension d’un résultat classique. Soit A € ., (K).

a) Pour tout entier naturel k£ non nul, montrer que

ANF & A 1Al 5 AP
() £ 1<y £

=0

P . ANk
b) En déduire que kEI—‘POO (In+ 2)" =exp(A).
Mathématiciens

DUNFORD Nelson (12 déc. 1906 a St Louis-7 sept. 1986 a Sarasota).
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